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Ziel:

Es soll das Schwingungsverhalten zweier gekoppelter Pendel bei gleichsinniger und bei gegen-
sinniger Schwingung und das Verhalten von Schwebungsschwingungen untersucht werden.
Methoden:

Gemessen werden die Schwingungsdauern der gleichsinnigen und der gegensinnigen Schwingung.
Aus diesen Werten kénnen die Schwingungsdauer der Schwebungsschwingung und die Schwebungs-
dauer berechnet und mit den gemessenen Werten verglichen werden.

Erlauterungen:

Die gekoppelten Pendel sind als gutes Modell fur die Ausbreitung mechanischer Wellen zu
betrachten. Insbesondere wird die Ubertragung der Energie von einem Pendel zum anderen bei den
Schwebungsschwingungen sichtbar.
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Grundlagen:

Gegeben seien zwei vollig gleiche physikalische
Pendel 1 und 2, die elastisch gekoppelt sind.
Die Koppelung kann mit einer Schraubenfeder
oder mit einem Faden mit angehangter Masse
erzeugt werden. Es wird vorausgesetzt, dass
die Schwingungsamplituden sehr klein sein
sollen. In diesem Fall gilt fir den Auslenkwin-
kel ¢ jeweils: tan ¢ =sin ¢ = ¢.

Fur das einfache physikalische Pendel gilt die
Differentialgleichung

(1) J§ =-D¢ (D = Direktionsmoment
des Pendels)

Die Losungen dieser Differentialgleichung lassen sich wie folgt darstellen:
(2) ¢ = ¢(t) =cq cos wt + ¢, sin wt

Far die Winkelsgeschwindigkeit w und die Schwingungsdauer T erhalt man
Ga) w=4/> @b)  T=2m/3

Werden zwei solcher Pendel gekoppelt, so kommt jeweils noch ein Drehmoment, das von der Koppe-
lung ausgeht, dazu. Es hangt von der Differenz der Auslenkwinkel ¢; und ¢, ab.
(4a) M;=C(dp5-¢y) (4b) M, =C(d1 - $,) (C = Direktionsmoment der Koppelung)

FUr das System von zwei gleichen gekoppelten Pendel erhéalt man dann das folgende System von
Differentialgleichungen:

() JE’le =-Do¢; + C(d, - ¢1)
Jbo,=-Doy + C(d1 - $2)

Mit folgender Substitution kann dieses Differentialgleichungssystem entkoppelt werden:

6 u=¢1+¢;
7 v=61-9

Durch Addition der Gleichungen (5) folgt mit (6)

(8) JU+Du=0

Ebenso kann man die beiden Gleichungen aus (5) subtrahieren und die Substitution (7) verwenden:
(9) JV +(D+2C)v=0

Damit erhalt man aber ein System von unabh&ngigen Differentialgleichungen (8) und (9). Die
Loésungen kann man wie in (2) darstellen:

(10)  u=u(t) =a; cos it + by sin wyt
—/D /3
(11a) oy =1/> 11b) T,=2m/3

(12) v =v(t) =a,cos wit + by sin wt

(13a) , =5 13b) Ty =215 o5

Aus (6) und (7) lassen sich ¢; und ¢, ermitteln. Es gilt ¢, =51 (u+v)und ¢, = %(u - V), und somit:
(14) 1 =04(1) :% (a1 cos wit + by sin wyt + a, cos wyt + b, sin wyt)

(15) ¢ = by(1) :% (a1 cos wyt + by sin wyt — a, cos wyt — b, sin wt)

Die Pendelbewegungen, welche mit den Gleichungen fir ¢, und ¢, beschrieben werden, sind im
allgemeinen kompliziert. FUr besondere Falle erhalt man allerdings einfache Lésungen.
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Kopplungsgrad k

Als Kopplungsgrad k sei folgender Quotient definiert:

(16) k= C+CD (D = Direktionsmoment des Pendels, C = Direktionsmoment der Kopplung)

Mit den Gleichungen (11a) und (13a) erhalt man:

0)22— w12 le— T22

T oT2e T2

17 k= w02t w2

Kleiner Kopplungsgrad bedeutet, dass das Direktionsmoment der Kopplung gegentber dem
Direktionsmoment der Pendel klein ist, dass also auch die Schwingungsdauer der gleichsinnigen
Schwingung gegentber der gegensinnigen Schwingung nur wenig grosser ist.

1. Gleichsinnige Schwingung

In diesem Fall ist die Kopplungseinrichtung tberfllssig, die Pendel schwingen so, als waren sie
nicht gekoppelt. Die Anfangsbedingungen fir diesen Fall kann man so formulieren:

$1(0) = ¢2(0) = ¢o
$1(0) = §2(0) =0

Durch Einsetzen in (14) und (15) und in die 1. Ableitungen erhalt man fur die Koeffizienten:
a1:2¢o,a2:b1:b220

Damit wird aber ¢, = ¢, = ¢q cos wyt, was einer gleichphasigen Schwingung der beiden Pendel ent-
spricht.

2. Gegensinnige Schwingung
Die Anfangsbedingungen lauten:
$1(0) = —42(0) = ¢o
431(0) = éz(o) =0

Die Koeffizienten werden zu:
a,=2¢g, 8, =b;=b,=0

Die Schwingungsgleichung heisst dann ¢, = -, = ¢, cos w,t. Die beiden Pendel schwingen gegen-
phasig, also mit einer Phasenverschiebung von 1.

3. Schwebungsschwingung
Anfangsbedingungen:
$:(0)=0
$2(0) = o
$:(0) = §,(0) =0
Die Koeffizienten werden zu:
a;=-az =¢o, by =h,=0
Die Schwingungsgleichungen lauten:

(18) ¢, = %¢0 (cos w;t — cos wyt) = ¢y s;inmz_2 “Lt e sin w2+2 L

.
tecos 2, 1t

(19) ¢, = % do (cOs wyt + cos wyt) = §, cOS wz_z 1
Wird der Kopplungsgrad klein gewahlt, so ist der Unterschied der Schwingungsdauern der gleich-
sinnigen und der gegensinnigen Schwingung gering. Es kommt unter den oben angegebenen An-
fangsbedingungen zu sogenannten Schwebungsschwingungen, d.h. es wird die Amplitude des einen
Pendels grosser, wahrend die Amplitude des anderen Pendels kleiner wird und umgekehrt. Die
Energie wird von einem Pendel zum anderen Uber die Kopplungseinrichtung Ubertragen. Die

H. Knoll 12.1.1998



HT[ Physikalisches
Gekoppelte Pendel Praktikum

CHUR

M &

Gleichungen (18) und (19) kénnen so interpretiert werden: Beide Pendel fihren Schwingungen mit
der Kreisfrequenz

1
(20)  w=; (wp+ wy)
bzw. mit der Schwingungsdauer T gemass

1 141 1
CONEE SF1 ﬂ)

aus. Die Amplituden ¢4 sin wz—2 “L ¢ bzw. ¢y cos w2—2 ®L t andern sich mit kleiner Kreisfrequenz

periodisch mit der Zeit. Die Kreisfrequenz der Schwebung ist abweichend zur Erwartung als
(22)  ws=wp—-wy
definiert. Fur die Schwebungsdauer Tg gilt dann:

1 1 1
C
Die Schwebungsdauer ist also als die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stillstdnden des Pen-
dels definiert.

Messmethoden und Messgerate:
Schwingungsdauer

Die Zeit wird mit einer Handstopuhr gemessen. Es ist empfehlenswert, fur die Schwingungsdauer
den Mittelwert Uber mehrere Perioden hinweg zu bestimmen.

Durchfihrung des Experiments:

Zwei Pendelstangen von ca. 85 cm Lange sind

mit je einem verschiebbaren Haken sowie je (7 p
einer Ose zum Aufhangen versehen. lhre [ (5]
Masse betragt je ca. 325 g. Mit einem Faden,
an dem ein Metallstiick hangt, werden die bei-
den Pendel miteinander gekoppelt. Die beiden
Pendel werden mit kurzen Schlaufen aus der
Angelschnur an einer horizontal montierten
Stativstange in etwa 30 cm Abstand voneinan-
der aufgehangt.

Zunachst werden die Schwingungdauern der
beiden Pendel ohne Kopplung gemessen (alle
Schwingungen sollen bei kleiner Amplitude
erfolgen). Eventuell sind die Pendelmassen zu
verschieben, damit die Schwingungsdauern
beider Pendel gleich werden.

Jetzt werden die Pendel gekoppelt. Dabei
sollen die Haken zum Einh&ngen der Kopp-
lungsschnur auf beiden Pendel in gleicher
Hohe liegen. Es sind nun die Schwingungs-
dauern bei gleichphasiger (T;) und bei gegen-
phasiger (T,) Schwingung zu ermitteln. Daraus
kann der Kopplungsgrad k berechnet werden.
Anschliessend soll die Schwingungsdauer der
Schwebungsschwingung T und die Schwe-
bungsdauer T gemessen werden. Die Messun-
gen sollen bei einer zweiten Einstellung der
Positionen fur die Kopplungshaken wiederholt
werden.

Was geschieht mit der Energie der Pendel?
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